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摘要 : 我 们 在 对 一 道 课堂 习题 深入 挖掘 的 过 程 中 引出 了 著名 的 数学 问题 ---- 错 排 问 题 。 这 个 问 
题 己 经 有 许多 数学 家 做 过 研究 ， 但 我 们 用 自己 的 方法 求 出 了 递 推 式 ， 并 最 终 以 不 同 于 欧 拉 的 
方式 得 出 了 与 其 相同 的 结果 。 


关键 词 : 排列 组 合 ， 分 类 计数 原理 和 分 步 计 数 原理 ， 麦 殉 劳 林 公式 ， 联 想 ， 取 整 


Abstract: In a math class, we studied a problem of receiving postcards of others: there are 
4 different people in one dorm. Each of them writes a postcard. After gathering all the 
postcards, each of them choose one card from other people. And the question is how many 
kinds of choosing ways do they have? 

We easily find the answer, even using two different ways to solve it. But not satisfied in the 
case of 4 people, we extend the problem to the case of n people, and find our own method 
of solution: recurrence. But as we do more research on it, we find that this problem is one of 
the most famous 100 math problems: the problem of derangements. So, we do some 
concluding. But after scanning all of the solutions we conclude, we find that none of them 
give a simplified answer. Considering this, we put the point of research on the simplification 
of the answer. In the end, we find we can use the bracket function to solve the problem. 
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引 入 : 

有 一 道 练习 题 是 这 样 的 : 同室 4 人 各 写 1 张 贺 年 卡 ， 先 集中 起 来 ， 然 后 每 人 从 中 各 拿 1 张 别 人 送出 的 
贺年 卡 ， 求 4 张 贺 年 卡 不 同 的 分 配方 式 的 数目 。 
这 便 是 有 名 的 “ 错 排 问 题 ” 该 问题 可 以 抽象 成 有 1，2，3，4 这 4 个 数 ， 在 重新 排列 后 ， 每 个 数 都 不 
在 原来 的 位 置 。 

对 于 4 个 数字 ， 可 以 采用 枚 举 的 方法 。 列 表 如 下 ; 


1 2 3 4 
2 1 4 3 
2 3 4 1 
2 4 1 3 
3 1 4 2 
3 4 1 2 
3 4 2 1 
4 1 2 3 
4 3 1 2 
4 3 2 1 


通过 枚 举 ， 我 们 可 以 直接 地 得 到 “有 9 种 方法 ”的 答案 。 


这 个 问题 本 身 并 不 复杂 ， 但 是 如 果 把 4 个 数 推广 到 n 个 数 呢 ? 
即 如 何 求 一列 有 序 排列 的 数 : 1，2，3……n-1，n， 将 其 打 乱 重 排 ， 每 个 数 都 不 在 原来 位 置 的 方法 数 。 
对 于 此 类 题目 ， 容 斥 原 理 是 我 们 脑海 中 的 第 一 反应 ， 于 是 首先 根据 容 斥 原理 解 出 答案 。 


二 . 根据 容 斥 原理 求 出 答案 : 
若 不 记 条 件 ， 则 打 乱 重 排 的 方法 数 为 W= 咱 = A? 


减 去 有 一 个 元 素 在 原来 位 置 的 方法 数 为 m, = プ !( ヶ ー1)! = AT? 
但 此 时 没有 考虑 有 两 个 元 素 在 原来 位 置 的 情况 ， 所 以 多 减 了 一 部 分 ， 应 再 加 上 两 个 元 素 在 原来 位 置 的 
情況 数 = の (2ー2)= ダー 

同样 在 考虑 两 个 元 素 的 时 候 没 有 考虑 到 三 个 元 素 ， 多 加 了 一 部 分 ， 应 再 减 去 三 个 元 素 在 原来 位 置 的 情 
DU m, = C (n-3)!= A7? 


同 理 , 成 在 加 上 四 條 元素 在原 来 位置 的 情況 数 みみ 。= C (2-4) != AT 


以 此 类 推 ， 最 后 应 补 上 所 有 元 素 都 在 原来 位 置 的 情况 数 坟 ,= の (⑦ー の に ブイ ニダ 
所 以 ， 根 据 容 斥 原理 ， 对 于 n 个 元 素 ， 将 其 打 乱 顺序 ， 使 得 每 个 元 素 在 变换 后 都 不 在 其 原来 的 位 置 的 


方法 数 为 MV 一 WU +m, — m, x (7) ん, 


m4 — 4 FA A K(-IY A, (ん > の 


A? 


m4? -— 4m. m. CIA, oa» 
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na N (-1 z er NS 


21 gr ape (n-i) ~ 


| (222) 


在 用 容 斥 原理 解 题 的 过 程 中 ， 我 们 发 现 ， 可 以 用 数列 的 知识 对 本 题 做 出 解答 。 于 是 开始 求 这 一 数列 的 递 推 


式 。 


三 . 求 出 这 一 数列 的 递 推 式 : 
設 対す n 个 数 的 错 排 方法 数 为 a, 
现 对 第 1 号 元 素 “1” 讨 论 ， 有 两 类 情况 。 


第 一 类 ; 设 在 变换 后 “1” 与 第 mU "m" (m1) 的 位 置 恰巧 对 调 。 由 m 的 任意 性 ， 此 步骤 有 


n-1 种 方法 。 
此 时 余下 的 一 2 个 元 素 错 排 ， 与 元 素 “1” 和 元 素 “m” 无 关 ， 即 方法 数 为 4,,。 


该 情况 方法 数 为 m, — (0 l)e, , 


第 二 类 :“1” 并 未 与 任何 一 个 元 素 互 换 位 置 。 此 类 情况 有 两 种 解法 : 
此 时 ， 可 看 作 ， 把 1 号 元 素 先 放 到 新 增 的 第 ntl 号 位 置 ， 从 “2” 到 “n” 这 ml 个 元 素 中 选取 任 

意 一 个 放 到 1 号 位 置 ， 共 n-1 种 不 同方 法 ， 不 妨 设 拿 走 的 号 码 记 为 k 号 《在 关 ] ); 
从 2 号 到 n+l 号 位 置 上 共有 n-1 个 元 素 ， 分别 放 到 2 号 位 置 到 n 号 位 置 上 ， 其 中 元 素 1 不能 放 在 


k 号 位 置 上 ， 就 相当 于 n-1 个 元 素 的 错 排 ， 此 步 又 方法 数 为 4 ， 


… 该 情况 方法 数 为 m, = (7 一 1)a, , 
先 将 元 素 “2” 到 元 素 “n” 这 ml 个 元 素 进行 这 n-1 个 元 素 内 部 的 错 排 ， 则 该 步骤 的 方法 数 为 Z， 


在 错 排 后 的 这 n-1 个 元 素 里 任意 选 一 个 元 素 ， 有 n-1 种 方法 。 
不 妨 设 选 的 是 第 k 号 位 置 的 元 素 “m” Wiz ml. UN, 将 "1" 5 "m" ERME, WE 
号 位 置 上 的 古 元 素 m", 而 在 第 m 号 位 置 上 的 却 不 是 元 素 “1”, 因为 元 素 %1” 在 第 k Sie LAA m+, 
这 样 就 实现 了 ““1 ”并 未 与 任何 一 个 元 素 互 换 位 置 ” 的 条 件 ， 且 不 重复 不 遗漏 。 


… 该 情况 方法 数 为 ms = a, (n-1) 


这 of 


综合 上 述 两 类 情况 ， 可 得 递 推 式 a, -(n-l(a,,*a,5) 
在 得 到 递 推 式 后， 开始 对 通 项 公式 的 求解 。 


四 . 由 递 推 式 求 出 通 项 公式 : 
该 数列 中 ， Afia =0, a =l, a,=2, a,=9 


ona, =(7-1(a, +8,2); (723) E a =0, a, =1, 求 其 通 項 
ー a, ー 7d, n -|e -(a- l)e, ,| 


Ww, =a,- na, 
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在 得 出 通 项 公式 后 ， 为 确保 结论 的 严谨 性 ， 运 用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 
(三 ) 用 数学 归纳 法 证 明 通 项 公式 
G AI a,-(7-D(a,,*2,,) (222) H 4-721 a,=2 证 
(EU ED ED E ICI 
zl 7 t 3 I Nc t m (222) 
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在 获得 通 项 公式 后 ， 我 们 发 现 这 一 式 子 不 够 简洁 ， 于 是 开始 了 对 这 一 式 子 的 简化 。 


Same 


过 麦克 劳 林 公 式 简 化 通 项 公式 : 


yp zy Say Sje iy 
ae 


[d 


由 这 一 式 子 的 型 式 联想 到 了 麦克 劳 林 公式 ， 于 是 尝试 反 向 利用 麦克 劳 林 公式 进行 简化 ; 
ti Aa) = "的 麦克 劳 林 公式 展开 式 : 
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e (24-1) | 0e (01) 
旦 是 其 中 的 9 为 一 个 不 取决 于 的 参量 ， 无 法 消去 。 
可 … 0 e (0,1) 
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这 个 问题 。 


… 分 奇偶 性 讨论 : 


“| /为 奇数 
ー e 


l BH /为 偶数 


! 
即 の , -|2 [+1422 s 
e 2 


这 个 式 子 依然 不 够 简洁 , 我 们 决定 进一步 简化 , 所 以 仍 从 人 ーー 


试图 只 使 用 一 次 取 整 函数 得 到 结果 。 
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六 . 我 们 对 欧 拉 对 这 一 问题 的 研究 的 理解 : 
对 于 n 个 数 ， 设 其 错 排 方法 数 为 の, 。 


若 对 于 重 排 后 的 数列 进行 逐一 检验 ， 可 将 未 错 排 的 情况 分 为 以 下 n 种 : 
1. 检 验 第 一 个 数 就 是 “1”， 即 已 经 有 数 在 原来 位 置 ， 这 种 情况 下 ， 无 论 后 续 的 数 是 何 种 排列 情况 ， 都 


已 经 不 满足 错 排 的 条 件 ， 该 种 情况 数 记 为 Z,,, 1) 
2. 检 验 第 一 个 数 不 是 “1”， 继 续 检验 ， 检 验 到 第 二 个 数 发 现 是 “2”， 已 不 满足 错 排 条 件 ， 该 种 情况 数 
记 为 4,2) 


m .检验 前 m-1 个 数 都 是 不 在 原来 位 置 的 数 ,继续 检验 第 m 个 数 发 现 恰 为 “<m”, 该 种 情况 数 记 为 Anm) 


n. 检 验 前 n-1 个 数 都 不 在 原来 位 置 ， 继 续 检验 第 n PARIAN “n”, NEBL A, y 


X n 个 数 重 排 的 方法 数 为 


则 错 排 数 の, = (Gy T SE is) 
显然 ， P) = ( ヶ ー 1) 
现 讨 论 n+1 个 数 的 情况 


显然 ，n+1 个 数 重 排 的 方法 数 为 (十 1 


D a) =n! 


HF Aaa), WARN RS "2" 在原 来 位置 , 面 其他 数 没有 限 制 条 件 的 方 法 数 ARET “2” 


在 原来 位 置 且 “2” 之 前 出 现 过 某 个 数 在 原来 位 置 的 情况 数 。 
而 计算 “2” 在 原来 位 置 且 “2” 之 前 出 现 过 茶 个 数 即 “1” 在 原来 位 置 的 情况 数 即 为 Cn-1) !， 此 情况 


可 看 作 n 个 数 随机 排列 时 第 一 个 数 就 是 “1” 的 情况 ， 故 情况 数 为 A1) 
即 b = ガー nl) 


(72+, 2) 


同 理 ， 对 于 4s), 可 看 作 “3” 未 重 排 , MII 37 AY mn 个 数 重 排 中 ,无 限制 的 情况 数 ARE 1 
和 “2” 在 原来 位 置 的 情况 数 。 而 这 个 被 减 去 的 情况 数 可 看 做 na 个 数 重 排 中 检验 第 一 个 数 就 为 “1” 的 情况 
数 和 直到 检验 到 第 二 个 数 才 是 “2” 的 情况 数 之 和 。 即 Ay) + 4,2) 


i D 3) = (A * A, 


即 A a, 3) = hn) g M2) 


依 此 类 推 ， 对 于 Dus) 可 看 作 即 不 计 “m” 的 n 个 数 重 排 中 ， 无 限制 的 情况 数 碎 减 去 原 前 m-1 个 数 
14 


在 原来 位 置 的 情况 数 ， 而 这 个 被 减 去 的 情况 数 可 看 做 n 个 数 重 排 中 检验 第 一 个 数 就 为 “1” 的 情况 数 加 上 
直到 检验 到 第 二 个 数 才 是 “2” 的 情况 数 加 上 …… 一 直 加 到 直到 检验 到 第 m-1 个 数 才 是 原来 的 数 “m-1”。 


即 ん ん) 十 Di, a) +... 十 eus) 


A Dau) = (^, 十 4,2) da dox 


即 D au) m RET = ん ん) 
由 此 ， 可 得 下 表 : 


1,1) = Al 


em = Deine ~ Ann) 
所 以 


Ans) na) ん jp 1 3 3 


SU. n n n (n -1) i (7-1-2) 2 (n—2Yn-3) 
发 现 ， 分 子 呈 现 帕斯卡 三 角形 的 分 布 。 
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七 . 推广 
(一 ) 求 n 全 元素 中 , r 个 错 排 的 方法 数 : 
显然 ， 该 问题 可 分 步 解 决 : 


さぶ: 考虑 哪 t 个 元 素 是 错 排 . 7 =C, 


! 
Sy: 这 了 个 元 素 错 排 和 另 n-r 个 元 素 不 变 的 方法 数 : m = 4, = E 
e 


ted 9 ， 该 推广 情况 的 方法 数 为 c 
e 


(二 ) 求 n 个 元 素 中 ， 己 经 有 其 中 s 个 错 排 ， 且 这 s 个 元 素 并 非 在 原 集合 中 : 
这 个 问题 等 价 于 在 原 n 个 原 n 个 元 素 中 挑 出 s 个 元 素 ， 将 其 蔡 换 成 原来 n 个 元 素 所 成 的 集合 之 外 的 
男 s 个 元 素 ， 再 进行 重新 排列 ， 由 于 新 的 s 个 元 素 在 原来 的 有 序 排列 中 每 有 对 应 的 元 素 ， 则 错 排 条 件 可 退 
化成 具 要 求 “ 挑 剰 下 的 ” n-s 个 元 素 不 在 其 原来 位 置 即 可 。 


Si. 考虑 原来 的 元 素 集合 中 是 哪 s 个 元 素 被 营 换 ， 方 法 数 1 =C 


AUT 


Sy: 考 虐 挑 剰 下 的 n-s 个 元 素 排 在 1 到 n 号 位 置 ， 要 求 这 nrs 个 元 素 中 各 个 元 素 都 不 在 其 他 位 置 : 


这 时 将 该 步骤 分 离 出 来 考虑 : 设 m 个 元 素 排 到 n 个 空 上 的 错 排 上 的 数目 为 和 yy 
为 表述 方便 ， 设 1 号 位 置 为 [区 ，2……m SMB AIK, m+1……m 号 位 置 为 II 区 。 
则 对 于 元 素 “1” 讨 论 : 
(D“1” 在 II 区 ， 可 能 数位 n-m 

而 此 情况 下 , 对 于 剩 下 的 m-1 个 元 素 , 1 号 位 置 与 II 区 的 各 个 位 置 一 样 都 是 错 排 条 件 所 人 允许 的 


位 置 。 此 时 对 于 “1” 已 固定 的 情况 ， 错 排 数 即 为 $2 


所 以 情况 4) 的 错 排 数 为 (4 一 m) 
(2) “1” 在 本 区 ， 可 能 数位 m-1， 不 妨 设 其 位 于 k 号 位 
则 此 情况 下 设 错 排 数 为 8” ， 则 对 于 BO 的 统计 可 按 元 素 “k” 的 位 置 分 三 类 情况 讨论 : 


@“k” 位 于 1 号 位 置 ， 则 此 情况 即 “1” 与 “k” 互 换 ， 不 影响 其 他 元 素 ， 错 排 数 为 5》 
@ “k” FMK, 可能 情況 有 n-m 种 ， 而 对 于 固定 在 斑 区 的 “k”， 其 所 占 的 杂 个 位 置 对 于 剩 
下 的 m-2 个 元 素来 说 和 1 号 位 置 是 一 样 的 ,所 以 对 这 种 情况 事实 上 与 情况 @ 是 一 样 的 ,也 是 .9 > ， 


所 以 情况 @ 的 错 排 数 为 (4 一 区 )5$”> 


(9“k” 位 于 工区 ， 可 能 情况 有 m-2 种 ， 而 对 于 固定 在 工区 的 “k?， 其 所 占 的 茶 个 位 置 “不 妨 
设 为 g 号 位 置 ) 可 在 一 定 程度 上 看 作 是 由 元 素 “1” 所 占据 ， 这 种 情况 与 没有 元 素 “k”， 没 有 K 


号 位 置 , 而 元 素 “1” 占 据 g 号 位 置 的 情况 相同 , 又 由 于 g 的 任意 性 , 该 情况 下 的 情况 数 即 为 B7. 
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ァ ー1 
BY = (n- mis c(m-225 


£x b. S” = (n- mS + (m—-1)27 


a-l 
$7 2 (n-m) S} + (mlz mI US -(m-Y(m-2)27 


S” = (n- mS + (ma mt WSF *(m-Y(m-2!a- m+ SS 
tn-l(m-2Xm-3)277 
人 


m-\~ n- m-l 


7—2 2 m—3 B 7—4 m—l /—3 
Md 十 d o s A 2 MT. 4 )- L ri 十 E Bs 


S” = (n— m^ L St + 4 


m-\~ n- m-l 


通过 迭代， 得 到 


m-l 
m i-l m-i m—\ m-l の 2 
5, = ( ヶ ー m+ D Ana Snr B E. 0 十 d B12 
i 
又 由 定义 易 得 : Z ,—-n-m«l.$ ,.-22-m«*l 


n-\-/ In n—m+2 


m-2 
Sey = (a-m) A ora tui, 


ml 


而 这 里 ， 我 们 只 研究 到 一 个 算法 ， 并 没有 得 出 一 个 公式 性 的 结论 。 
5 : 将 新 蔡 换 的 s 个 元 素 填 入 剩 下 的 s 个 空位 之 中 ， 方 法 数 ， ps = 


综 上 ， 推 广 三 的 错 排 数 为 CS, Opus iiie RR, spes SOUL TUS. 
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